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(57) Abstract : A multipurpose calculation computing device of the type comprises: a calculator-solver (12), designed to receive a
working matrix representation corresponding to a system of equations, as well as data of residuals, and to provide a solution of the
system of equations on the basis of the data of residuals, an adaptor (10), designed to receive an initial matrix representation
corresponding to a system of equations to be processed, as well as a filtering matrix representation for this system of equations,
and designed to calculate a working matrix representation corresponding to a system of equations soluble by the calculator-solver,
the working matrix representation being constrained to satisfy with the initial matrix representation a stability condition
comprising an expression comparing two matrix products both comprising the said filtering matrix representation or its transpose,
and respectively comprising the initial matrix representation, and the working matrix representation. The adaptor is designed to
iteratively calculate blockwise an intermediate matrix on the basis of the initial matrix representation and of said numerical
representation of filtering matrix representation, whereas the calculator-solver is designed to work on this intermediate matrix,
blockwise, so as to provide a solution of the system of equations of the initial matrix representation, without completely inverting
the latter, whilst said iterative calculation of the adapter obeys a calculation rule where
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a current block (i j) of the intermediate matrix is defined by the difference between the corresponding block (i,j) of the initial
matrix representation and a sum of blocks each defined by a product involving two already calculated blocks of the intermediate
matrix, and an auxiliary block of an approximation matrix which is constrained to satisfy with an already calculated diagonal
block of the intermediate matrix an equivalence condition, comprising an expression comparing two matrix products both
comprising said filtering matrix representation or its transpose and an already calculated block of the intermediate matrix, and
comprising respectively the inverse of said already calculated diagonal block of the intermediate matrix, and said auxiliary block
of the approximation matrix,

(57) Abrégé : Un dispositif informatique de calcul polyvalent du type comprend: un calculateur- sol veux (12), agencé pour
recevoir une représentation matricielle de travail correspondant a un systéme d'équations, ainsi que des données de résidus, et pour
fournir une solution du systéme d'équations a partir des données de résidus, un adaptateur (10), agencé pour recevoir une
représentation matricielle initiale correspondant a un systéme d'équations a traiter, ainsi qu'une représentation matricielle filtrante
pour ce systéme d'équations, et agencé pour calculer une représentation matricielle de travail correspondant a un systéme
d'équations soluble par le caiculateur- solveur, la représentation matricielle de travail étant contrainte a vérifier avec la
représentation matricielle initiale une condition de stabilité comprenant une expression de comparaison de deux produits
matriciels comportant tous deux ladite représentation matricielle filtrante ou sa transposée, et comportant respectivement la
représentation matricielle initiale, et la représentation matricielle, de travail. L'adaptateur est agencé pour calculer itérativement
par blocs une matrice intermédiaire a partir de la représentation matricielle initiale et de ladite représentation numérique de
représentation matricielle filtrante, tandis que le calculateur-solveur est agencé pour travailler sur cette matrice intermédiaire, par
blocs, de fagon a fournir une solution du systéme d'équations de la représentation matricielle initiale, sans inversion compléte de
celle-ci, tandis que ledit calcul itératif de l'adaptateur obéit a une régle de calcul ou un bloc courant (i j) de la matrice
intermédiaire est défini par la différence entre le bloc (i,j) correspondant de la représentation matricielle initiale et une somme de
blocs chacun défini par un produit faisant intervenir deux blocs déja calculés de la matrice intermédiaire, et un bloc auxiliaire
d'une matrice d'approche qui est contraint a vérifier avec un bloc diagonal déja calculé de la matrice intermédiaire une condition
d'équivalence, comprenant une expression de comparaison de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation
matricielle filtrante ou sa transposée et un bloc déja calculé de la matrice intermédiaire, et comportant respectivement l'inverse
dudit bloc diagonal déja calculé de la matrice intermédiaire, et ledit bloc auxiliaire de la matrice d'approche.
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Dispositif informatique de calenl polvvalent

L’invention conceme la modélisation et la simulation des systémes physiques

complexes,

Dans de nombreux domaines de la physique modemne, les équations qui régissent un
phénoméne physique ne peuvent pas &tre résolues de maniére théorique. Clest
notamment le cas de fous les problémes qui ont traif & la mécanique des fluides, par

exemple dans la modélisation de Pexploitation dun champ pérolifere.

Dans ces situations, les équations différentielles sont résolues de manitre numérique,
c'est-3-dire par discrétisation des équations générales, en fonction des paramétres

particuliers de la simuiation.

Ces systémes discrets sont résolus par P'utilisation de matrices de trés grande taille, dans
lesquelles les équations discrétisées forment les bases des systéraes. Mais ces matrices

de base sont difficilement inversibles.

Pour résoudre ce probléme, des méthodes itératives soni largement ulilisées
aujourd’huai.  Ces méthodes, par exemple celle dite « GMRES », sont basées sur des
sous-gspaces de Krylov. Dans le but d’accélérer la convergence des méthodes itératives,
des “préconditionneurs” ont été créés. Ce sont des éléments qui calculent une matrice
proche de la matrice de base, et dont V'inverse peut étre appliqué de maniére efficace &

un vecieur arbitraire.

Les préconditionneurs sont intéressants, mais posent des probiémes avec certains
vecteurs pour lesquels ils ne reproduisent pas fidélement la matrice de base. Pour
répondre & ce probléme, des préconditionneurs “satisfaisant une propriété de filtrage”
ont ét¢ développés, qui ont la particularité d'éire fideles & la matrice de base pour un

vecteur choisi particulier.

A ce jour, les méthodes pour produire des préconditionneurs satisfaisant une condition

de filtrage nécessitent des matrices de base présentant une forme trés spécifique, ce qui
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limite fortement l'usage et I'utilité des préconditionnenrs satisfaisant une propriéié de

filtrage.

L'invention vient améliorer la situation.

A cet effet, linvention propose un dispositif informatique de caleul polyvalent du type
comprenant :

- un caleulateur-solveur, agencé pour recevoir une représentation matricielle de travail
et une représentation matricielle initiale correspondant 4 un systéme d'équations, ainsi
que des données de résidus, et pour fournir une solution du systéme d'équations & partir
des donndes de résidus,

- un adaptateur, agencé pour recevoir une représentation matricielle initiale
correspondant & un systéme d'Squations 4 traiter, ajnsi qu'une représentation matricielle
filtrante formant représentation maitricielle filtrante pour ce systeme d’équations, et
agencé powr calculer une représentation matricielle de travail correspondant & un
systeme d'équations soluble par le calculatenr-solveur,

la représentation matricielle de travail étant contrainte A vérifier avec la représentation
matricielle initiale une condition de stabilité comprenant une expression de comparaison
de deux produits matriciels comportant tous deux ladite representation matricielle
filtrante ou sa transposée, et comportant respectivement la représentation matricielle

initiale, et la représentation matricielle de travail,

L'adaptatenr est agencé pour calculer itérativement par blocs une matrice mtermediaire
& partir de la représentation matricielle initiale et de ladite représentation matricielle
filtrante, tandis que le caloulateur-solveur est agencé pour fravailler sur cette matrice
intermédiaire, par blocs, de fagon & fournir une solution du systeme d'équations de la
représentation matricielle initiale, sans inversion compléte de celle-ci, tandis que ledit
caleul itératif de P’adaptateur obéit & une régle de caleul ot un bloc courant {(1j) de la
matrice intermédiaire est défini par la différence entre le bloc (14) correspondant de la
représentation matricielle initiale et une somme de blocs chacun défini par un produit
faisant intervenir deux blocs d&ja calculés de la matrice intermédiaire, et un bloc
auxiligire d'une matrice d'approche qui est contraint & vérifier avee un bloc diagonal
déja caleulé de la matrice intermédiaire une condition d'équivalence, comprenant une

expression de comparaison de deux produits matriciels comportant tous deux ladite
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représentation matricielle filirante ou sa transposée et un bloc déja calculé de la matrice
intermédiaire, et comportant respectivement linverse dudit bloc diagonal déja calculd de

la matrice intermédiaire, et ledit bloc auxiliaire de la matrice d'approche.
PP

Un tel dispositif est particuliérement avantageux, car il permet de mettre en ceuvie un
préconditionnewr satisfaisant une condition de filtrage, et ce quelque soit la matrice de

base qui définit le systéme que 'on cherche a résoudre.

Linvention concerne également un procédé comprenant :

a) recevoir une représentation matricielle initiale comespondamt 4 un systéme
d'équations a fraiter et une représentation matricielle filtrante,

b) calculer une représentation matricielle de travail vérifiant avec la representation
matricielle mitiale une condition de stabilité comprenant une expression de comparaison
de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation matriciclle
filtrante ou sa transposée, et comportant respectivement la représentation matricielle
initiale, et la représentation matricielle de travail, ;

¢} recevoir des données de résidus, et résoudre le systéme d'équations défini par la
représentation matricielle initiale, & partir des données de résidus, de la représentation

matricielle de travail ot de la représentation matricielle initiale.

L'opération b) comprend calculer itérativement par blocs une matrice intermédiaire &
partir de la représentation matricielle initiale et de ladite représentation matricielle
filtrante en répétant itrativement, pour chaque bloe d'indice courant (i,]) de la matrice
intermédiaire :

b1} calculer une somme de blocs chacun défini par un produit faisant intervenir deux
blocs déja caleulés de la matrice intermédiaire, et un bloc auxiliaire d'une matrice
d'approche qui est contraint & vérifier avec un bloe diagonal déja calculé de la matrice
intermédiaire une condition d'équivalence, comprenant sne expression de comparaison
de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation matricieile
filtrante ou sa transposée et un bloc déja calculé de la matrice intermédiaire, et
comportant respectivement 'tnverse dudit bloc diagonal déia calculé de la matrice
intermédiaire, et ledit bloc anxiliaire de la matrice d'approche

b12) calculer la différence entre le bloc (ij) de la matrice de la représentation

matricielle initiale et Ia somme issue de Popération b1).
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L'opération ¢} comprend travailier sur la matrice intermédiaire, par blocs, de fagon a
foumir une solution du systéme d'équations de la représentation matricielle initiale, sans

inversion compléte de celle-cl.

D autres caractéristiques ot avantages de 'invention apparaitront mieux 3 la lecture de
la description qui suit, tirde d’exemples donnés & titre illustratif et non limitatif, tirds des
dessins sur lesquels :

- la figure 1 représente une vue schématique d'un systéme de modélisation et de
strnulation selon 'invention,

- 1a figure 2 représente un diagramme de flux simplifié d'une opération de modélisation.
¢t de simulation au moyen du systéme de 1a figure 1,

- Ja figure 3 représente un diagramme de flux simplifié d'une opération de la figure 2,

- la figure 4 représente un exemple d'une fonction de caleul d'un préconditionneur selon
une opération de la figure 3,

- la figure 5 représente un exemple de matrice obtenue aprés une premiére opération de
réordonnancement selon une opération optionnelle de la figure 3,

- la figure 6 représente un exemple de matrice obtenue aprés une devxidme opération de
réordonnancement selon une opération optionnelle de fa figure 3, et

- la figure 7 représente un exemple de modification de la fonction de la figure 4 pour
metire en place une parallélisation des caleuls 4 partir d'une matrice réordonnée du type

de celle représentée sur les figures S et 6.

Les dessins et la description ci-aprés contiennent, pour essentiel, des éléments de
caractere certain. Ils powrront done non seulement servir & mieux faire comprendre la

présente invention, mais aussi contribuer & sa définition, le cas échéant,

En outre, la description détaillée est augmentée de 'anmexe A, qui donne la formulation
de certaines formules mathématiques mises en ceuvre dans le cadre de Pinvention. Cette
Annexe est mise a part dans un but de clarification, et pour faciliter les renvois, Elle est
partie intégrante de la description, et pourra donc non seulement servir 4 mieux faire

comprendre la présente invention, mais aussi contribuer 2 sa définition, fe cas échéant,
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La modélisation et la simulation des systémes physiques sont devenues des enjeux de
taitle. Par exemple, dans Vexploitation d'un forage d'hydrocarbure, il Y a une premidre
phase pendant laquelle le pétrole sort natarellement. Puis, au fur et & mesure gque la

pression baisse, il devient nécessaire d'agir pour récupérer le pétrole.

Pour cela, il est possible par exemple d'utiliser un flux deau, qui est introduit dans le
puits pour faire remonter la pression et faire rejaillir le péirole. Mais ces opérations
périllenses nécessitent une connaissance poussée du puits et des réactions de celui-ci

dans ces circonstances.

Les équations qui déterminent ce probléme physique sont trés complexes, et pour {a
plupart n'admettent que des solutions par discrétisation et méthode numérique de type

différences finies ou volumes finis.

Les problemes ainsi discrétisés peuvent alors 8tre résumés 3 la formule (1) de
FAnnexe A, dans laquelle A est la matrice de base qui définit le systéme d'équations

discrétisé, x est le vecteur qui est recherché, et v est le vecteur résultat connu,

Ce type de probléme est bien connu en algdbre, et il s'agit de trouver la matrice inverse
de A pour caleuler x. Mais linversion des matrices est un probléme complexe, qui
monopolise des puissances de calcul qui croissent de manidre exponentielle avec la

taille de la matrice 3 inverser.

Pour cela, des méthodes itératives basées sur des sous-espaces de Krylov, comme
GMRES, sont largement utilisées aujourd’hui. Pour accélérer la convergence de ces
méthodes, des "préconditionnenrs" ont été proposés. Les préconditionneurs sont des
matrices qui permettent d'approcher rapidement la matrice inverse de A. En wilisant le

préconditionneur M, la méthode itérative résoud le systéme lindaire
M-1A x = M1 b

Dans ce mode de résolution, on caleule des opérations de type M~1 v et A v, ol v est un

vectenr, sans calculer de maniére explicite I'inverse de M.
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Comme cela a &ié expliqué plus haut, i existe une classe particulidre de

préconditionneurs, les préconditionneurs satisfaisant une propriété de filtrage.

Les préconditionneurs satisfaisant une propriété de filtrage présentent Y'avantage
supplémentaire de se comporter de maniére identique & la matrice A pour un vecteur
choisi, comme cela est explicité dans la formule (20) de I'annexe A, dans laguelle M est

le préconditionneur, et t le vecteur choisi.

A ce jour, scules les matrices A qui sont tridiagonales par blocs sont utilisées pour
produire un préconditionneur satisfaisant une propriété de filrage. Cela restreint

considérablement leur champ d'application.

En outre, les méthodes de calcul de ces préconditionneurs sont pour la plupart
séquentielles, ce qui les rend rapidement prohibitives en termes de coft de caleul, et
donc peu atilisables en pratiques. En effet, seules les matrices issues dun maillage
structuré peuvent &tre traitées en paralléle, ce qui restreint considérablement leur champ

dapplication.

La figure 1 représente un dispositif informatique de calcul polyvalent 2 selon
Pinvention. Le dispositif 2 comprend un ensemble de capteurs 4, un numériseur 6, un
discretisewr 8, un adaptateur 10, un calculateur-solveur 12, ef un pilote 14 gui les

conimande,

Dans V'exemple décrit ici, lensemble de capteurs 4 servent & obtenir les données qui
contraignent le systéme physique 8 modéliser, et le numériseur 6 sert a transformer ces

donndes analogiques pour les injecter dans des équations théoriques.

Ces éléments sont pour ainsi dire indifférents au probléme résolu par Vinvention @ ils
servent & deéfinir le cadre pour son application pratique. Aussi, leur réalisation pouna

&tre 1rés varide,

Le discrétiseur 8 est appelé par le pilote 14 pour discrétiser les équations théoriques

particularisées avec les données réelles, et pour en tirer un systéme d'éguations linéaires.
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Ce systéme présente en général une taille trds importante, et ses lignes forment la

matrice A. La encore, cet élément peut &tre réalisé de nombreuses maniéres différentes,

Enfin, l'adaptateur 10 et le caloulateur 12 sont appelés par le pilote 14 pour calculer le

préconditionneur et pour tirer une solution correspondant 4 une situation particulidre

que lon cherche & modéliser. Dans ce cas, les donndes de "second membre" de

Péquation faisant intervenir la matrice A sont également appelées donndes de résidus, en
B

référence aux méthodes de Newton.

Le pilote 14 peut appeler adaptateur 10 ef le calculatenr 12 pour faire ¢voluer cette
solution particuliére par pas de temps successifs, et pour donner ainsi une simulation de

Pévolution du systéme physique modélisé,

Selon une premiére variante, I'adaptateur 10 est appelé une unique fois par le pilote 14
pour caleuler un préconditionneur qui est utilisé pour toute la durée de la simulation, et
le résultat caleulé par le calculateur 12 pour un pas de temps donné est utilisé comme

entrée au pas de temps suivant.

Selon une deuxiéme variante, adaptatewr 10 peut &tre sélectivement appelé par e
pilote 14, en fonction de Vévolution de la simulation, notamment si celle-ci tend 2

modifier le systéme a U'origine de la matrice A.
Ici encore, les techniques de simulation sont varides.

La figure 2 montre un diagramme de flux simplifié montrant les opérations résumées
plus haut:

- dans une opération 200, l'ensemble de capteurs 4 est appelé pour mesurer tous les
parametres nécessaires & la simulation,

- dans une opération 220, le numériscur § et le discrétiseur 8§ sont appelés pour
modéliser e systéme de manidre numérique, avee les mesures tirdes de l'opération 200,

~ dans une opération 240, I'adaptateur 10 et le calculatenr 12 sont appelés pour effectuer

fa simulation en tant que telle.

La figure 3 montre un diagramme de flux simplifié de opération 240.
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Dans une opération 300, le pilote 14 transmet la matrice A tirée de opération 220 2

Padaptateur 10.

Dans une opération 320 optionnelle, l'adaptatenr 10 réordonne les éléments de la
matrice A pour permettre un traitement ultérieur en paralléle. Cette opération peut &tre
réalisée de plusieurs maniéres, par exemple par une dissection emboitée ou par une
partition en plusieurs domaines indépendants qui peuvent dgalement se recouvrir et

avoir une sous-partition récursive.

Un tel recouvrement augmenie légdrement les colis de calcul, mais offre de meilleurs
taux de convergence et une robustesse supéricure, comme cela est réalisé dans Ia
méthode de Schwarz. L'adaptateur 10 permet ainsi d'obtenir une matrice B réordonnée

qui comprend des blocs nuls.

Ensuite, dans une opération 340, I'adaptateur 10 traite la matrice A, réordonnée ou pas,
pour en tirer une représentation d'une préconditionneur M satisfaisant une propriété de
filirage. Enfin, dans une opération 360, le pilote 14 appelle le calculateur 12 avec la

représentation du préconditionneur M pour réaliser la simulation.

Le dispositif formé par l'adaptatewr 10, le calculateur 12 et le pilote 14, permet donc

- de calculer une représentation d'un préconditionneur vérifiant une propriété de filtrage
pour une guelconque matrice A en entrée, et

- parallliser de maniére massive les caleuls lids au préconditionneur lorsque

fadaptateur 10 est appelé pour réordonner la matrice A.

La figure 4 représente un diagramme de flux de caleul du préconditionnewr selon

{invention.

Ce caleul repose sur la décomposition du préconditionneur M sous la forme de la
formule (30) de l'annexe A. Cette décomposition en matrice LDU est connue en
principe, mais le calcul des éléments est différent. Les formules (40), (50) et (60) de

Pannexe A donnent la composition de ces éléments respectifs,
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L& décomposition du préconditionneur sous la forme LDU est trés avantageuse, car elle
permet de résoudre le systéme réel sans avoir & inverser la matrice M. Plus précisément,
la technique contient de nombreux algorithimes qui permettent une résolution simplifide

d'une équation matricielle lorsque la décomposition LDU est utilisée.

Pour cette raison, le caleul du préconditionnewr M en tant que tel w'est jamais réalisé, et
seules ses composantes LDU sont calculdes et stockées. Ensuite, le calculateur-

solveur 12 les appelle sélectivement pour résoudre le systéme.

fl serait néanmoins possible de calculer le préconditionneur M, en appliquant la
formule {30).

Pour calouler les éléments de la décomposition LD, les Dernandenrs ont découvert une
formulation basée sur le caleul dune matrice C qui correspond 4 la somme des

matrices L, D et U (formule (70) de I'Annexe A).

Du fait de a forme respective des matrices L, D et U, il apparait que chaque &lément de

la matrice C correspond & un unique élément de chacune des matrices I, D, U,

Alnsi
- By = Cy, et Dy = 0 powr { différent de §,
i p ]
- Lyj = Cy pour £>1 et i strictement supérienr & j, et Ly = 0 pour i inférieur ou égal ai,

- Uy = Cy pour j>1 et  strictement supérieur a i, et Uy = 0 pour j inférieur ou gal 4 1.

Les Demandeurs ont découvert que la matrice C peut 8tre établie conformément a la
formule (80) de l'annexe A, dans laguelle le terme Py satisfait la formule (90) de

Pannexe A,

Dans la formule (80), la premidre ligne ne représente quune imitialisation.
Conceptucllement, cette premiére ligne est équivalente a la deuxidme ligne. En effet,
pour =1 ou j=1, glors min(ij)-1 vaut zéro, ce qui signifie que la somme de cette
deuxieme ligne ne comprend aveun terme, et donne un résultat identique 4 la premiere

ligne.
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La formule (90) exprime le fait que la matrice F qui regroupe les termes Fyj est une
matrice qui approche le bloc diagonal Dy pour la condition portant sur Iindice j. Ainsi,
le fail que Fy; satisfait la formule (90} peut étre v comme une condition d'équivalence

avec linverse du bloc diagonal Dy pour la condition portant sar findice J.

Lorsque le vecteur Uyl n'a aucune composante nulle, fe calcul de Fy est aisé,
Cependant, pour tenir compte des cas ol ce vecteur présente des composantes nulles, il
est possible de modifier les approches de 1a littérature conformément a la formule {100)

de Pannexe A,

Les Demandeurs ont également découvert un autre caleul pour la matrice C, dans
laguelle, dans la formule (80), le terme Fy est remplacé par le terme Gy, qui est défini
avec la formule (110) de l'annexe A. Powr calculer le terme Gy, on caleule d'abord Ie

terme Fy correspondant grce & la formule (100), puts on applique la formule (110).

Il est aussi possible de définir le terme Fy; satisfaisant la condition de filtrage (90) par ia
formule (120) combinde a la formule (140) de 'Annexe A, qui est issue des méthodes
de déflation de I'algébre lindaire. Dans le cas o les blocs Dy sont symétriques, on peut
utiliser la formule (130) de I'Amnexe A, qui est une version simplifiée de la
formule {(120).

Dans I'€tat actuel des recherches des Demandeurs, la formule (100) est préférée a la

formule (110), pour des raisons de stabilits.

La figure 4 représente un exemple de fonction permetiant de caleuler les matrices L, D
et U. Pour cela, chaque terme de la matrice est calculé, et affectd & la matrice L, D et U

comme H convient.

En variante, les termes ne sont pas affectés & chague matrice L, D, U, mais 4 Ia seule
matrice C, qui est directement utilisée par le caleulateur-solveur 12, En fait, on a vo plus
haut que la matrice C est équivalente aux matrices L, D, et U, ef ces deux variantes

représentent seulement des maniéres différentes d'exprimer le préconditionneur M.
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Au vu de ce qui précéde, le premier élément de la matrice D peut étre calculd
directement, puisqu'il correspond au premier terme de la diagonale de la matrice A

{ou B si l'opération 320 est exécutée).

De méme tous les termes non nuls de respectivement Ia premiére colonne de la
matrice L et la premiére ligne de la matrice U sont initialisés avec le terme
correspondant de la matrice A. Un indice 1 est initialisé & 1. Cela est réalisé dans une

opération 400,

Par premier élément ou premier terme, on entend bloc. En effet, la matrice A {ou B st
Popération 320 est exécutée) est prédécoupée en blocs rectangulaires dount les cbtds sont
des paramétres qui peuvent étre choisis librement. Seuls les blocs diagonaux de A

doivent étre carrés.

A ce jour, les Demandeurs utilisent des valears de cotés telles que le produit de ces
valeurs est égal & la taille de la mémoire tampon, c'est-a-dire qu'un bloc donné de la

matrice A peut étre stocké dans le tampon mémoire,

En variante, les Demandeurs utilisent également de valeurs de cotés telles que leur
produit est inférieur 4 la taille de la mémoire tampon. Si Fopération 320 est exécutée, la

taille des blocs de la matrice B est déterminde par cette opération.

Ensuite, on exécute une boucle dite globale qui va caleuler tous les autres termes de la
matrice C, et donc tous les termes des matrices L, D, et U, ce qui permet de définir le

préconditionneur M.

La boucle globale consiste, 4 chague itération, & calculer d'abord le terme diagonal, puis
a calcnler au moyen d'une boucle locale les autres termes, par indice croissant de ligne

et de colonne.

D'abord, 'indice i de la boucle globale est incrémenté dans une opération 402, puis dans

une opération 404, le terme diagonal Dj; est caleuls conformément A Ia formule {(80).
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Le terme Dy correspond comme on I'a vu précédemment au terme Cy. L'opération 404
inclut le calcul de la matrice T tel que Ia formule (90) soit satisfaite, conformément & la
formule (100}. 5i le deuxidme mode de calcul est reteny, le caleul de G ost également

réalisé, conformément 4 la formule (110).

Ensuite, I'indice j de la boucle locale est initialisé & 2 dans une opération 406, Cela est
suivi d'une opération 408 de fin de boucle locale laguelle il est testé si | est égal & 1.
Quand 1 vaut 2, cela permet de passer directement 2 litération de boucle globale

sutvante, comme Cyp et Czy sont connuys.

La houcle locale est alors exéeutée, avec les caleuls de Ly qui correspond 4 Cy dans une

opération 410, et de Uj; qui correspond a (i dans une opération 412,

On notera que les opérations 410 et 412 peuvent étre réalisées en paralléle, ce qui est
avantageux. Ba effet, de par la formule (80), le caleul des termes Cy et Gy est

mdépendant.

Ensuite, I'indice de 1a boucle locale  est incrémenté dans une opération 414, et 1a boucle
locale reprend avec le test de l'opération 408. Lorsque la boucle locale est terminée,
c'est-a-dire lorsque tous les termes de fa ligne de L et tous les termes de la colonne de 1J
ont ¢t¢ calculés, un test vérifie dans une opération 416 si i est égal au nombre de

blocs N de la matrice M.

51 c'est le cas, alors la boucle globale est ierminde, et T'opération se termine dans une
opération 418 V'appel du caleulateur-solvewr (12). Sinon, la boucle globale reprend avec

Uincrémentation de l'indice i de la boucle globale dans 'opération 402,

Comme mentionné plus haut, la fonction de la figure 4 permet d'obtenir une
décomposition de M sous la forme LDU, qui sert de base aux méthodes de résolutions

connues en algébre. Ainsi, le préconditionnenr M n'est pas explicitement calculd,

- Cependant, il serait possible de calculer explicitement le préconditionneur, en

appliquant la formule (30).
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Les Demandeurs ont développé un dispositif mettant en ceuvre un préconditionneur et
une méthode de caleul dune représentation de ce préconditionnenr qui sont

particuliérement adaptés & la parallélisation des calculs.

Pour mieux comprendre cela, il convient d'expliquer plus en détail un exemple de
réalisation de l'opération 320. Cet exemple sera ici basé sur le cas d'une dissection

emboitée 3 deux niveaux.

Dans ce type d'opération, la matrice A est modifiée pour lui donner la forme dune
matrice B en forme de "fléche". Pour cela, la matrice A est "réordonnée" une premidre
fois pour lui donner la forme de la matrice représentée sur la figure 5, puis les sous-

matrices de la matrice de la figure 5 sont elles-mémes réordonnées de la méme manidre.

La matrice de la figure 5 comporte trois blocs diagonaux B, B2 et B3, deux blocs B4
et B3 respectivement le long des bords bas et droit de la matrice B, et est nulle ailleurs.
Ce réordonnancement de Ia matrice A est possible du fait de sa faible densité. Le méme

réordonnancement est réalisé sur le vectewr t.

Une fois que la matrice de figure § a été calculée, il est possible de réappliquer ce méme
réordonnancement aux bloes B1 et B2, ce qui aboutit & la matrice B de Ja figure 6. On
remarquera sur cette figure que le bloc B3 de la figure § est le bloc B77 de la figure 6, ot
que les blocs B4 ef BS de la figure 5 correspondent respectivement aux blocs B71 A B76

et aux blocs B17 2 B67 de la figure 6.

Si on analyse la formule (80) de 'Annexe A, il apparalt par la premidre ligne de cette
formule que les blocs C11 24 C17 et C21 4 C71 sont connus directement & partir de B. 1t
apparait ¢également que, dans l'application de la dewxiéme ligne de cette formule, de
nombreux blocs sont nuls ou connus, ce qui rend possible de caleuler certains blocs C;
de maniére indépendante les uns des autres, et done que leur calcul peut &tre réalisé en

paralléle.

Ainst, B, B22, B44 et B55. Si I'on caleule ces blocs en paralidle, la méme situation se
répéte, et de nouveaux blocs B33 et B66 peuvent & leur tour &ire calculds en paralléle.

Bt ainsi de suite.
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D'une manitre générale, les Demandewrs ont done découvert que l'opération 320 peut
Etre utilisée pour produire une matrice B équivalente 4 la matrice A, et qui comporte des

domaines séparés.

A partir de ces domaines, il est possible de créer un graphe de dépendance de tiches,
dans lequel pour un niveau donné, tous les nceuds représentent des blocs pouvant &ire

calculés en paralléle pour 'application de la formule (80) de 'Annexe A.

Une fois tous les blocs liés aux neeuds d'un niveau donné caleulés, il devient possible de
calculer les blocs li€s aux nceuds du prochain niveau dans le graphe, 1a encore en
parallele. Pour calculer et ordonnancer le graphe de dépendance de tiches, plusieurs

techniques peuvent 8tre utilisées, comme cela est connu dans Ja théorie des graphes.

Le graphe de dépendances de tiches est calculé en parcourant la structure de la
matrice B. Les nceuds de ce graphe représentent des tAches, ¢’est & dire des calculs de

blocs Cj; de la formule (80) de 'Annexe A.

Les dépendances dans ce graphe représentent l'ordre des calculs imposé par la
formule (80) de I'Annexe A. Ce graphe peut étre ensuite ordonnancé en utilisant un
ordonnanceinent statique ou un ordonnancement dynamique des tiches sur les

Processenrs,

Par exemple, un ordonnancement dynamigue affecte au cours de I"exéoution paraliele
les tiches prétes & 8tre exdcutées sur les processeurs disponibles. Un ordonnancement
statique €tablit dans une premidre phase Pordre des tiches & exéeuter sur les différentes

unités de caleul paralléles dans le but de minimiser le temps de calcul paralléle.

Dans une deuxi¢me phase leur exéeution a liew. Une distribution statique des données
peut utilisée sur les processeurs de type sous-arbre vers sous-cube ou de type bi-

dimensionnel,

Clest cette observation qui 2 amené les modifications du diagramme de la figure 4, (i

sont présentées avec la figure 7.
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Dans cette fonction la premitre opération 700 correspond & Yopération 400 de la
figure 4. Une différence avec l'opération 400 est que P'opération 700 comprend le caleul

du graphe de dépendance de tAches décerit plus hant.

Lnsuite l'indice i, qui correspond au niveau du graphe de dépendance de tAches qui est

actuellement parcoury, est incrémenté dans une opération 710,

Une fois lindice i incrémentd, le pilote 14 appelle Vadaptateur 10 dans une
opération 720 pour récupérer tous les neeuds du niveau i da graphe de dépendance de

tAches, au moyen d'une fonction Dep Gr().

Le résultat de cette fonction est stocké dans une liste List, qui est une variable locale qui
contient & chaque itération la liste des couples (k1) qui identifient les blocs

mdépendants de méme nivean du graphe de dépendance de taches.

Ensuite, 'adaptateur calcule les blocs Gy pour tous les couples de la list List dans one
opération 730, Ce calenl est exéeuté en paralldle, comme tous les blocs sont
indépendants par rapport & la formule (80) de PAnnexe A, et sont répartis sur tous les

processeurs et les coeurs de processeurs disponibles.

On remarguera ici que le caleul des bloes par Yopération 730 est différent de celui des
opérations 404, 410 et 412, En effet, si la formule ntilisée pour le caleul est la méme, les

indices des blocs sont totalement indépendants.

La ou la fonction de la figure 4 opére en calculant d'abord le terme diagonal, puis les
termes de la ligne et la colonne correspondante, ici c'est le graphe de dépendance de

tdches qui détermine quels sont les blocs calculds.

On notera que dans l'exemple présent, la nature de la matrice B crée une certaine
symétrie des indices de chaque niveau dans le graphe de dépendance de tdches.
Cependant, 'application d'une antre méthode que la dissection emboitée pourra limiter

cette symétrie, et les blocs pourront étre caleulés dans un ordre apparemment arbitraire.
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Enfin dans une opération 740, Iadaptateur 10 vérifie si Vindice i est inférieur a N, le
nombre de niveaux du graphe. Si c'est le cas, alors la fonction reprend en 710 avec
Vincrémentation de i pour le niveau suivant du graphe de dépendance de taches. Sinon,
la fonction se termine dans 'opération 750 avec i'appel du caleulatewr-solveur {2,

comme avec F'opération 418,

Dans ce qui précéde, la condition de filtrage est exprimée par la formule (20) de
FAnnexe A. Cetle formule est une expression mathématique du fait que la matrice
initigle A et le préconditionneur M vérifient une condition de stabilité qui est basée sur

ta comparaison de leur produit avec un vecteur.

Cependant, la condition de stabilité ne doit pas &tre limitée 2 la seule formule (20).
Alnsi, les Demandeurs ont également utilisé avec succds la formule (150) de

VAanexe A,

Comme la formule (150} est presque Ia transposée de la formule {20), Iutilisation de la
formule {150) comme condition de stabilité ne change rien au mode de fomtionnemen;
de linvention. En conséquence, les formules (80) et (90) n'ont quwa éive légérement
modifiées, comme présenté avec les formules (160) et (170). Les formules (100) & {140

ponrront &tre adaptées de maniére similaire.

En outre, tous les exemples qui précédent ont été réalisés pour une condition de stabilité

utilisant un vecteur t.

Cependant, lorsqu'un systéme physique est modélisé, de nombreuses grandeurs sont
utilisées, Les expériences des Demandenrs montrent qu'if est avantageux d'atiliser une
condition de stabilité utilisant une matrice dont chaque colonne concerne une grandeur

physigque.

Ainsi, si deux grandeurs physigues caractérisent une mise en équation donnée, il est
avantageux d'utiliser comme élément de filtrage t une maltrice ayant deux colonnes.
Dans la pratique, cela ne change pas la philosophie de linvention, et les calculs

présentés précédemment s'en trouvent peu ou pas modifiés.
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En effet, dans ce type de situation, les équations représentées dans la matrice A vont
Etre associées par "mini-blocs” carrés dont le ¢bté est égal an nombre de colonne de la
matrice t. Done, dans le cas déerit au paragraphe précédent, chaque mini-bloc serait un

bloc carré de deux fois deux termes de la matrice A initiale.

La raison pour laquelle ces mini-blocs sont mentionnés est quils ne doivent pas Etre
sépares lors de 'opération optionnelle 320, et lorsque la matrice A est découpée en
blocs. Un mini-bloc donné doit toujours &tre contenu dans un unique bloc de la

matrice A ou de la matrice B.

Le seni élément qui change légérement est le caleul de Fy. En effet, la formule {100) de
IAnnexe A est adaptée & une matrice t 3 une seule colonne, c'est-a-dire un vectear, et les

mini-bloes sont done de taille un fois un, c'est-a-dire des scalaires,

Les Demandews ont donc généralisé la formule (100) sous Ja forme de la
formule (180}, dans laquelle Diag() désigne une fonction qui erée une matrice diagonale
dont les éléments sont désignés cn arguments de cette fonction, et dans laquelle
Vopération "/." désigne la division terme & terme des matrices. Ainsi A1/LA2 est une

matrice A3 dont chaque terme A3(i,}) est égal au quotient de Al(1j) par A2(i})

Une autre maniére de voir cette modification est de remarquer que la formule {100) peut
Stre vue comme un cas particulier de la formule (180), dans laquelle t a une seule

colonne.

Dans ce qui précéde, l'adaptateur 10, le caloulateur 12 et le pilote 14 peuvent étre

réalisés de plusicurs manidres,

Tout d'abord, le pilote 14 peut &tre réalisé de maniére intégrée avee adaptateur 10 et le
caleulateur 12, c'est-a-dire que ceux-ci sont agencés pour savoir interagir, au leu d'étre

des ¢léments séparés commandés qui s'ignorent.

De plus, la présentation des éléments du systéme 2 est principalement fonctionnelle.
Ainsi, ces éléments peuvent &tre séparés physiquement ef relids par des liens de

communication, ou mis en ceuvre de maniére éloignée dans le temps, ou encore mis en
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ceuvre sur un méme ¢quipement avec le pilote 14 défini par fes laisons intrinséques

entre ces éléments et une interface utilisateur.

En outre, le discrétiseur 8, Vadaptateur 10, le calculateur 12 et le pilote 14 peuvent étre
mis en ceuvre sous la forme d'éléments analogigues, comme des circuiis intégrés ou des
cartes filles, ou sous la forme d'éléments numériques, c'est-d-dire sous la forme de
programines mis en ceuvre par un ordinateur, éventuellement de maniére éloignée et/ou

répartie.

On notera également que, dans ce qui précéde, il est souvent indifféremment fait
réference & des matrices ou a leur représentation. 11 va de soi qu'un ordinateur ne sait pas
ce qu'est une matrice, et que c'est bien la représentation numérique de ces matrices,
cest-g-dire les donndes qui définissent ces matrices qui sont visées. Par matrice ou par
représentation matricielle, on entend done toute structure de donndes numériques qut

permet de traiter la matrice dans le cadre de l'invention.

On notera enfin la visée particuliérement pratique du dispositif de invention, qui
permet la simulation et la résolution de nombreux problémes physiques qui n'étaient pas

solubles précédemment, par exemple dans Vindustrie pétrolidre.
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ANNEXE A
Ax =y (10)
At = Mt 20)

- ~1
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Fj{r,s) = (160)

' Did Uit (r) [ U5 (r) sir = s et Uyt (r) # 0
D;‘;ﬁ Ukjtj{?')/Ukjtj(S) st Uy t; (r)=0avecs telgueis—r]= minkzgkjtjmwik -l
0 sinon

5 {;}«:j = ZFR} - -ijDkk‘E’Rj (11(}}

g = ZE YD D" E = (D) D)y " Z = Uty (120)

Q = ZEVITE = (ZTDuZ) N Z = Uyty  (130)

10
Fy=P+Q,P=1-04 (140)
t'A = t'M (150)
Aysti=louj=1
5 Gy= {Ag; w0 LiicFucUig 510> Louj > 1 (160)
tl Ly = t] LycDid (170)
Frj(r,s) = (180)

Diag (a,;g Uyt (r) /. Ukjtj{r)) sir =5 et Upt;{r) n'a aucune composante nulle

Diag{ Dyt Uy it;(r) /. Uy t;(s)) si Uyjty(r) = G avec s tel que [s ~ r} = k:uggj}:&}m}k - 1}

0 sinon
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Revendications

1. Dispositif informatique de caloul polyvalent du type comprenant -

- un calculateur-solveur (12), agencé pour recevoir une représentation matriciclle de
travail (M) et une représeniation matricielle initiale {(A) correspondant & un systéme
d'équations, ainsi que des données de résidus, et pour fournir une solution du systeme
d'équations & partir des données de résidus,

- unt adaptateur (10), agencé pour recevoir tne représentation matricielle initiale (A)
correspondant 4 un systéme d'équations A traiter, ainsi qu'une représentation matricielle
filtrante (1) pour ce systéme d’équations, et agencé pour calculer une représentation
matricielle de travail (M) correspondant 3 un sysidme d'équations soluble par le
calculatewr-solveur,

la représentation matricielle de travail (M) étant contrainte 4 vérifier avec la
représentation matricielle initiale (A) une condition de stabilité {20, {150)) comprenant
une comparaison de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation
matricielle filtrante (t) ou sa transposée, et comportant respectivement la représentation
matricielie initiale (A), et la représentation matricielle de travail (M),

caractérisé en ce gue Vadaptateur est agencé pour calculer Hérativement par blocs une
matrice intermédiaire () & partir de la représentation matricielle initiale {A) et de ladite
représentation namérique de représentation matricielle filtrante (f), tandis que fe
calculatenr-solveur est agencé pour travailler sur cette matrice intermédiaire, par blocs,
de fagon & fournir une solution du systéme d'équations de la représentation matricielle
initiale (A), sans inversion compléte de celle-ci,

tandis que ledit calcul itératif de I’adaptateur obéit 4 une régle de caleul {({80) : (160)) o
un bloe courant (1,j) de la matrice intermédiaire (C) est défini par la différence entre le
bloc (1) correspondant de la représentation matricielle initiale {A) et une somme de
bloes chacun défini par un produit faisant intervenir deux blocs déja calculés de ia
matrice intermédiaire (C), et un bloc auxiliaire d'une matrice d'approche (F) qui est
contraint 4 vérifier avec un bloc diagonal déja caleuld de la matrice intermédiaire une
condition d'équivalence ({90), (170)), comprenant une expression de comparaison de
deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation matricielle
filtrante (1) ou sa transposée et un bloc déja calculé de la matrice intermédiaire, ot
comportant respectivement l'inverse dudit bloc diagonal déja calculé de la matrice

intermédiaire (C), et ledit bloc auxiliaire de la matrice d'approche (F),
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2. Dispositif selon la revendication 1, dans lequel la condition de stabilité el

comprend une comparaison de deux produits matriciels, tous deux entre
respectivement la représentation matricielle initiale (A), o la représentation
matricielle de travail (M), et ladite représentation matricielle filtrante {1), et dans
lequel la somme de blocs est réalisée, pour un indice k non nul e strictement
inférieur au minimum entre i et j, chaque bloc de cette somme étant définie par le
produit mairiciel de la forme PQR,

* ot P est Ie bloe (1.X) de la matrice intermédiaire (C),

* ol Q est le bloc auxiliaire (k) de la matrice dapproche (F) d'indice, la condition
déquivalence (90) comprenant la comparaison de deux produits matriciels de
respectivement ledit bloc auxiliaire (k,j) de la matrice d'approche (F) et l'inverse du
bloc diagonal (k.k) déja calculé de la matrice intermédiaire (C), avec fe bloc (k)
déja calculé de la représentation matricielle intermédiaire (C) et avee le bloc j de
ladite représentation matricielle filtrante (1), et

* olt R est fe bloc (k,j) de la matrice intermédiaire (C).

Inspositif selon la revendication 1, dans lequel la condition de stabilité (150}
comprend une comparaison de deux produits matriciels, tous deux entre la
transposée de la représentation matriciclle filtrante (f) et respectivement la
représentation matricielle initiale (A), et la représentation matricielle de travail {(M),
et dans lequel la somme de blocs est réalisée, pour wn indice k non nul et strictement
inférieur au minimum entre § et ], chague bloc de cette somme étant définie par le
produit matriciel de la forme PQR,

* ots P est Je bloc (1,k) de la matrice intermédiaire (C),

* ot Q est le bloc auxiliaire (ik) de la matrice d'approche (I}, la condition
d'équivalence (170) comprenant la comparaison de deux produits matriciels du
bloc i de ladite représentation matricielle filtrante (t) avec le bloc (i,k) déja calculé
de la représentation matricielle intermédiaire (C), et avee respectivement ledit bloc
auxiliaire (i.k) de la matrice d'approche (F) et l'inverse du bloc diagonal (k.k) déja
calculé de la matrice intermédiaire (C), et

* ol R est Ie bloc (k) de la matrice intermédiaire (C).

Dispositf selon I'une des revendications précédentes, dans lequel le bloc auxiliaire

de la matrice d'approche (F) est calculé & partir d'une division terme 4 terme faisant
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intervenir le bloc déja caleulé de la matrice intermédiaire (C) d'indice (k,k), et soit le
bloc j de ladite représentation matricielle filtrante (t) et le bloc (k,j) déja calculé de
la matrice intermédiaire (C), soit le bloc i ladite représentation mairicielle

filtrante (1) et le bloc (1,k) déja calculé de la matrice intermédiaire {C).

Dispositif selon 'une des revendications 1 4 3, dans lequel la matrice d'approche est
calculée par une méthode de déflation, dans laquelle un premier terme {Z) fait
intervenir soit le bloc j de ladite représentation matricielle filtrante (1) et le bloc (k)
déja calculé de la matrice intermédiaire (C), soit le bloc i de ladite représentation
matricielle filtrante () et e bloc (i,k) déjd calculé de Ia matrice intermédiaire (C),
dans laquelle un second terme (Q) fait intervenir le bloc diagonal {k.k) d&ja caleulé
de la matrice intermédiaire (C) et le premier terme, et un troisidme terme {P) fait
intervenir les premier et seconds termes ainsi que la matrice de la représentation

matricielle initiale (A).

Dispositif selon I'une des revendications précédentes, dans lequel la représentation

matricieile filtrante (1) est un vecteur colonne.

Dispositif selon l'une des revendications précédentes, dans lequel Fadaptateur (10)
est agence pour réordonner la représentation matricielle initiale (A) pour produire

ne representation matricielle modifiée (B) selon une régle d'ordonnancement
agencée pour associer des blocs de la mairice de la représentation matricielle
initiale {A) en fonction d'une condition de dépendance {(80),(160)), et pour calculer
la représentation matricielle de travail (M) en remplacant représentation matricielle

initiale (A} par la représentation matriciele modifide (B).

Dispositif selon la revendication 7, dans lequel adaptateur (10) est agencé pour
calculer un graphe & partir de la représentation matricielle modifide {B) dans lequet
pour un niveau donné les calculs des bloes de la matrice intermédiaire (C) peuvent
etre réalisés de maniére indépendante, et pour caleuler les bloes d'un méme nivean

du graphie en paraliéle.

Dispositif' selon l'une des revendications précédentes, comprenant en outre un
ensemble de capteurs 4, un numériseur 6, un diserétiseur 8 et un pilote 14, dans

lequel le pilote 14 est agencé pour appeler le discrétiseur 8 avec des donndes tirées
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du numériseur 6 qui opére sur des donndes tirées de Vensemble de capteur 4, pour
produire la représentation matricielle initiale (A} et les données de résidus, et agence

pour commander l'adaptatenr (10) et le calcnlateur-solveur (12) en conséquence.

10, Dispositif selon l'une des revendications précédentes, dans lequel le systéme
d'équations est représentatif d'un systéme physique complexe du monde réel, tel

gquun champ pétrolifere.

1. Procédd de caleul polyvalent du type comprenant ;

a} recevoir une représentation matricielle initiale correspondant & un systdme
d'équations A traiter et une représentation matricielle filtrante,

b} calculer une représentation matricielle de travail vérifiant avec la représentation
matricielle initiale une condition de stabilité comprenant une expression de comparaison
de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation matricielle
filtrante ou sa transposée, et comportant respectivement la représentation matricielle
initiale, et 1a représentation matricielle de travail,

) recevoir des données de résidus, et résoudre le systéme d'équations défini par la
représentation matricielle initiale, & partir des données de résidus, de la représentation
matricielle de travail, et de la représentation matricielle initiale,

caractérisé en ce que lopération b) comprend caleuler itérativerment par blocs une
matrice intermédiaire & partir de la représentation matricielle initiale ot de ladite
représentation  numérique  de représentation matricielle filtrante en  répétant
itérativement, pour chaque bloc courant (1,j) de la matrice intermédiaire, :

bl) calculer une somme de blocs chacun défini par un produit faisant intervenir deux
blocs déja calculés de la mairice intermédiaire, et nn bloc auxiliaire d'une matrice
d'approche qui est contraint 3 vérifier avec un bloc diagonal déja calculé de la matrice
intermédiaire une condition d'équivalence, comprenant une expression de comparaison
de deux produits matriciels comportant tous deux ladite représentation matricielle
filtrante ou sa fransposée et un bloc déja calculé de la matrice intermédiaire, et
comportant respectivement l'inverse dudit bloc diagonal déja caleulé de la matrice
intermédiaire, et ledit bloc auxiliaire de {a matrice d'approche,

b2} calculer la différence entre e bloc (i,j) de la matrice de ia représentation matriciclie

ntiale et la somme issue de Vopération b1),
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et ce que Fopération ¢ comprend travailler sur la matrice intermédiaire, par blocs, de
fagon 2 fournir une solution du systéme d'équations de la représentation matricielle

initiale, sans inversion compléte de celle-ci.
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