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Beschreibung

Verfahren zum Erzeugen einer Folge von Zufallszahlen eines
1/f-Rauschens

Die Erfindung betrifft ein Verfahren zum Erzeugen von Folgen
von Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens.

Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens kdénnen beispielsweise bei
einer transienten Schaltkreissimulation eingésetZt werden,
die Rauscheinfllisse berlicksichtigt. Unter einem 1/f-Rauschen
wird ein stochastischer Prozess mit einem bestimmten Fre-
quenzspektrum verstanden, das mit der Gleichung

S(f)ocf;,ﬂe]o,l[

beschrieben werden kann.

1/f-Rauschquellen eignen sich zur Modellierung von Rauschein-
fllissen in einer Vielzahl technischer und physikalischer Sy-
steme sowie flr Systeme zur Einschatzung und Vorhersage von
Geschehnissen auf den Finanzmdrkten. Insbesondere weisen vie-
le elektronische Bauelemente wie beispielsweise pn-Dioden und
MOS-Feldeffekttransistoren 1/f-Rauschquellen auf.

Es ist mdglich, 1/f-Rauschquellen dadurch zu approximieren,
daR eine Summation der Effekte vieler Rauschquellen durchge-
fihrt wird, die als Frequenzspektrum jeweils ein Lorentz-
Spektrum aufweisen. Solche Rauschquellen kdnnen beispielsweil-
se durch die Systemantwort eines linearen zeitinvarianten Sy-
stems, das auch als LTI-System bezeichnet werden kann, model-
liert werden, an dessen Systemeingang ein weisses Rauschen
angelegt wird. Bei dieser Vorgehensweise iIst von Nachteil,
dafl die Dimension des numerisch zu lésenden Differentialglei-
chungssystems Uber die Mafen aufgeblaht wird. Dadurch ergeben
sich lange Rechenzeiten und ein hoher Speicherbedarf eines
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Computersystems, das zur Simulation eines Systems verwendet
wird, das dem Einfluf eines 1/f-Rauschens unterliegt.

Es ist Aufgabe der Erfindung, ein Verfahren zum Erzeugen ei-
ner Folge von Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens anzugeben,
das schnell und mit geringem Rechenaufwand durchgefiihrt wer-
den kann. Es ist weiterhin Aufgabe der Erfindung, ein verbes-
sertes Verfahren zur Simulation eines technischen Systems an-
zugeben, das einem 1/f-Rauschen unterliegt. Schlieflich soll
auch ein Computerprogramm zur Bestimmung von Folgen von Zu-/
fallszahlen eines 1/f-Rauschens angegeben werden, das schnéll
ausgefihrt werden kann und das nur wenig Ressourcen eines
Computersystems beansprucht.

Diese Aufgabe wird durch die Gegenstande der unabhangigen Pa-
tentanspriche geldst. Verbesserungen ergeben sich aus den je-
weiligen Unteranspriichen.

Gemaf einem der Erfindung zugrundeliegenden Gedanken wird die
numerische Integration eines Systempfades eines Systems, das
1/f-Rauscheinfllissen unterliegt, bei einer konstanten Inte-
grationsschrittweite auf die Simulation von Sequenzen geeig-
net korrelierter Zufallszahlen zurickgefiuhrt. Es wird ein
Batch-Verfahren verwendet, um Sequenzen von solchen Zufalls-
zahlen zu generieren. In diesem Zusammenhang ist unter dem
Begriff "Batch-Verfahren" zu verstehen, daf’ die Lange der Se-
guenz der zufallszahlen beliebig sein darf. Beim Start des
Verfahrens missen die Zufallszahlen jedoch vorgegeben sein,
wobei die gesamte Zufallszahlen-Sequenz in einem ersten Re-
chenschritt erzeugt wird. Mit dem erfindungsgemdfien Verfahren
ist es mdglich, bei konstanter Integrationsschrittweite eine
Aufbléhung der Dimension des numerisch zu l&senden Differen-

tialgleichungssystems zu vermeiden. Dadurc¢h werden erhebliche
Rechenzeitgewinne erzielt.

GemafR einem weiteren der Erfindung zugrundeliegenden Gedanken
wird die Leistungsfidhigkeit der numerischen Bestimmung der
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Dynamik des simulierten Systems durch adaptive Schrittweiten-
steuerung erheblich gesteigert. Mit der Erfindung wird ném-
lich ein Verfahren angegeben, das es erlaubt, eine adaptive
Schrittweitensteuerung und eine numerische Simulation von
1/f-Rauschquellen miteinander zu kombinieren, wobei die Simu-
lation von 1/f-Rauschen in eine transiente Systemsimulation
mit adaptiv gesteuerter Schrittweite einbindbar ist. Die Er-
findung erlaubt es, die bekannten Methoden zur adaptiven
Schrittweitensteuerung mit einer numerischen Simulation von
1/f-Rauschquellen zu kombinieren, ohne daR die Systemdimensi-
on aufgebléht wird. Hierzu wird nach einem zweistufigen Ver-
fahren vorgegangen. In einer ersten Stufe wird die Systemdy-
namik unter Verwendung einer adaptiven Schrittweitensteuerung
numerisch integriert, wobei die 1/f-Rauschquellen noch nicht
berticksichtigt werden. Die dabei bestimmten adaptiven
Schrittweiten dienen als Grundlage eines zweiten Integrati-
onsdurchlaufs, in dem die 1/f-Rauschquellen berlicksichtigt
werden, deren Anteil anhand der in der ersten Stufe der Simu-
lation erhaltenen Informationen bestimmt werden. Durch die
Erfindung wird es somit ermdglicht, beil der transienten Simu-
lation eines Systems die Vorteile adaptiver Schrittweiten-
steuerung zusammen mit einer vereinfachten numerischen Simu-
lation von 1/f-Rauschquellen zu nutzen. Dadurch ergibt sich
eine erhdhte numerische Approximationsglite der Simulation bei
einer effizienten Nutzung der zur Verfigung stehenden Rechen-
zeltressourcen, wobel eine Aufbldhung der Systemdimension'
vermieden wird.

GemaR der Erfindung wird das Problem der Rauschsimulation bei
der Modellierung des zu simulierenden Systems in das Problem
der Generierung einer Zufallszahlen-Sequenz Uberfihrt. Gemaf
der Erfindung werden die Korrelationen dieser Zufallszahlen
bestimmt, was zu einer einfachen und genaten Generierung der
entsprechenden Zufallszahlen-Sequenzen verwendet wird.

Die erfindungsgeméfen Verfahren zum Erzeugen einer Folge von
Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens sehen als Schritte insbe-
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sondere das Bilden einer Covarianzmatrix € vor, aus der nach-
folgend die Cholesky-Zerlegung L gebildet wird. Die Covari-
anzmatrix C unterscheidet sich dabei in dem Fall, in dem eine
konstante Simulationsschrittweite 6 angewendet wird, von

demjenigen Fall, in dem eine adaptive Schrittweite angewendet
wird.

Fir den Fall einer konstanten Schrittweite 6 wird die Cova-
rianzmatrix unter Kenntnis eines gewlinschten Spektralwerts
p, der Anzahl n der zu erzeugenden Zufallszahlen eines 1/f-
Rauschens und der Intensitatskonstante const elementweise be-
stimmt, wobeli je ein Element e(i,j) der Covarianzmatrix C
nach der folgenden Gleichung bestimmt wird:

(i, j) = const 6" (i - j +17" = 2fi - j17 +]i- 7 -1"")
wobei i, =1, ..., n.

Nachfolgend wird die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix
C gebildet, wobei C = g-;f . wobei L die Form einer Dreiecks-
matrix annimmt, bei der nur die Diagonale und die untere
Halfte besetzt ist.

Mit Hilfe der so aufgefundenen Cholesky-Zerlegung L kénnen
nun beliebig viele Folgen von Zufallszahlen eines 1/f-
Rauschens erzeugt werden. Hierzu wird zundchst ein Vektor g
der Lange n aus (0,1) normalverteilten Zufallszahlen gebil-
det. Solche normalverteilten Zufallszahlen weisen einen Er-
wartungswert 0 sowie eine Varianz 1 auf. Sie k&nnen auf be-
kannte Weise durch Transformation aus einem gleichlangen Vek-
tor gleichverteilter Zufallszahlen bestimmt werden.

Der gesuchte Vektor y mit den gewlinschten 1/f-verteilten Zu-
fallszahlen ergibt sich dann durch Multiplizieren der Choles-
ky-Zerlegung L mit dem Vektor x.

Bei dem erfindungsgemdfien Verfahren, das eine adaptive nume-
rische Ldésung stochastischer Differentialgleichungen ermdg-
licht, wird im wesentlichen wie vorstehend beschrieben vorge-

\
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gangen. Im Unterschied zur vorstehend beschriebenen Vorge-
hensweise kann jedoch nicht von einer konstanten Simulations-
schrittweite § ausgegangen werden. Vielmehr muff zunachst ein
Schrittweitenvektor J berechnet werden, der sich aus vorge-
gebenen Betrachtungszeitpunkten to - tp, im ersten Schritt der
Simulation exrgibt. Danach wird die Covarianzmatrix C durch

Bestimmen deren Elemente nach der folgenden Gleichung aufge-
stellt:

B+l )

e(i, j) = const-(— I, —t,.|ﬂ” i —t,.|ﬂ+1 +l -t |ﬂ+1 _|

i1 j-1 " tia

wobei i,J = 1, ., n.

Dem Konzept zur Simulation von 1/f-Rauschen liegt der folgen-
de Gedankengang zugrunde. Die Dynamik eines Systems, das sto-
chastischen Einfllssen ausgesetzt ist, wird addquat durch ei-
nen stochastischen Prozess modelliert. Zur Simulation einer
solchen Systemdynamik werden im allgemeinen einzelne Zufalls-
Realisierungen (sogenannte Pfade) des zugrundeliegenden sto-
chastischen Prozesses numerisch berechnet. Zur Simulation von
Systemen mit 1/f-Rauschquellen gilt es, Pfade von stochasti-
schen Integralen der Form L:Y(s)n_l_(s) ds numerisch zu berech-
f
nen. Hierbei bezeichnen s (Integrationsvariable) und t (obere

Integrationsgrenze) die Zeit, 7,(s)ds eine 1/f-Rauschquelle
7

und ¥Y(s) einen stochastischen Prozess, der die zeitliche Dy-
namik einer Gr&éfRe, z.B. der elektrischen Spannung in der
Schaltkreissimulation, beschreibt.

Wenn man mit Bpeu(s) denjenigen stochastischen Prozess be-

zeichnet, dessen Ableitung (mathematisch: Ableitung im Dis-

tributionssinn) den 1/f-Rauschprozess 7,(s) ergibt, so lasst
7 -

sich das zu berechnende stochastische Integral schreiben als

I;Y(S)nl(s)ds = I;Y(S)dBFBM(S) (1.1)
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Das Integral der rechten Seite ist als Riemann-Stieltjes-
Integral des stochastischen Prozesses Y(s) mit dem Prozess
Brem(s) als Integrator aufzufassen. Dieses Integral léasst sich
durch eine Summe approximieren, indem das Integrationsinter-
vall [0,t] gemdfR 0 = to<tic ... <t = t in n disjunkte Teil-
intervalle [t;, tj-1], i=1, ... n, zerlegt wird:

.[;Y(S)dBFBM (S) ~ iy(ti—l)[BFBM (ti )"BFBM (ti—l )] (1.2)

i=1

Diese Summe ist eine Zufallsvariable. Die Abhangigkeit vom

Ergebnis @ des Zufallsexperiments wurde konsistent weggelas-
sen.

Ein Prozess Bpu(s), dessen verallgemeinerte Ableitung ein
1/f-Spektrum aufweist, ist in der Literatur unter dem Namen
'Fractional Brownian Motion' bekannt. Bmw(s) ist ein Gauf’-
scher stochastischer Prozess und als solcher vollstandig cha-
rakterisiert durch seinen Erwartungswert

E(Bpy(s) = 0VseRr (1.3)
und durch seine Covarianzfunktion

Cov(B gy (), By () = const '(]Slﬂ“ +Mﬂ?” _|t—S|ﬂ+]) (1.4)

Die erfindungsgemaRe Batch-Methode zur Generierung geeigneter
Zufallszahlen fihrt die Sumulation von 1/f-Rauscheinfliissen
im wesentlichen auf die Erzeugung von Realisierungen der Zu-

fallsvariablen [Bgey(ti) = Brem(ti-1)], also von Zuwdchsen der
Fractional Brownian Motion, zurlck.

Zur numerischen Ldsung stochastischer Differentialgleichungen

1 . .
mit —7;—Rauschquellen sel die Schrittweite der numerischen

Integration konstant auf den Wert J§ > 0 gesetzt und eine
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Zahl neN (beliebig) gewahlt, die die Anzahl der Zeitschrit-

te, Uber die numerisch integriert werden soll, festlegt.

Fir diese konstante Schrittweite und dieses feste Integrati-
onsintervall sollen nun die bendtigten korrelierten Zufalls-

zahlen alle auf einmal, d.h. im Zuge eines Batchverfahrens,
generiert werden.

Un einen Pfad des Integrals J;Y(ﬂdBMM(Q approximativ zu be-

rechnen, wird entsprechend dem Vorstehenden jeweils eine Rea-
lisierung der Zufallsvariablen ABpgy(i) := [Bpem(id) -Brem( (i-
1)8)1, i=1, ..., n, bendtigt. Aus den Formeln (1.3) und (1.4)
lassen sich Erwartungswert, Varianz und Covarianz dieser un-
tereinander korrelierten Zufallsvariablen berechnen:

E (ABpsu(i)) = 0, i=1, ..., n (2.5)
Var (ABgsu(i)) = 2 - const -|5|'B*1, i=1, ...,n (2.6)
Cov (ABgpy (i), ABpmy(3)) = const - |&|F* . (|i-g+1] B

- 2)1-518% 4 i-5-1 By,
i,j =1, ..., n (2.7)

Da die Zufallsvariablen ABpy(i) Zuwichse eines Gaufschen
stochastischen Prozesses darstellen, ist der Zufallsvaria-
blen-vVektor (ABggy(l), ..., ABpu{(n)) eine n-dimensionale
Gaull-verteilte Zufallsvariable und somit durch Erwartﬁngs—
wert, Varianz und Covarianz (gemafs Formeln (2.5) bis (2.7))
vollstéandig bestimmt.

Ein Batch-Verfahren zur Erzeugung jeweils einer Realisierung
der korrelierten Zufallsvariablen ABgpm(1l),..., ABpm(n) lau-
tet somit:

Wahle einen Wert des Koeffizienten const > 0, der die

Intensitat der 1/f-Rauschquelle parametrisiert
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Erzeuge eine Realisierung einer n-dimensionalen Gauf-
schen Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Covari-
anzmatrix

5 Cov, = const:| | (ji- 1" =2 7 4l -1 bij=leon (2.8)

Interpretiere den so generierten Zufallszahlen-Vektor
als Realisierung der Sequenz von Bgsy -Zuwachsen

{ABpaw (1), ..., ABgy(n)} und verwende diese Realisierung
10 gemafs Abschnitt 1 zur numerischen Berechnung eines sto-
chastischen Pfades der Zeitladnge n - §.

Es sei darauf hingewiesen, daf fir jede 1/f-Rauschquelle im
System eine eigene Realisierung der Sequenz {ABpm(1),..
15 ABpm(n)} berechnet werden muss.

-7

Bei den Batch-Verfahren zur numerischen Losung stochastischer

Differentialgleichungen mit 3%;—Rauschque11en bei adaptiver
Schrittweite wird wie folgt vorgegangen.

20

Zunachst wird eine adaptive Schrittweitenbestimmung durchge-
fihrt. Die Glte der Approximation (1.2) hangt wesentlich von
der Zerlegung des Integrationsintervalls [0,t] in disjunkte
Teilintervalle [t;, ti.i], i=1, ..., n, ab. Bei der numeri-

25 schen Lbsung deterministischer Differentialgleichungen gibt
es Verfahren zur Schrittweitensteuerung, die die Schrittweite
- d.h. die La&nge des aktuell bearbeiteten Teilintervalls - an
die jeweils aktuelle Zeitskala der Systemdynamik anpassen und
somit daflr sorgen, dass die verfligbare Rechenzeit mdéglichst
30 gezielt zur Erhdhung der numerischen Approximationsgenauig-
keit verwendet wird. Eine mdgliche Schrittweitensteuerung ist
folgendermafRen spezifiziert:

Gib einen tolerablen lokalen Diskretisierungsfehler
35 €nax>0 vor.
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Schatze den aktuellen lokalen Fehler €10k (d.h. den im
aktuellen Integrations-Teilschritt generierten Fehler-
beitrag zum Approximationsfehler) ab. Diese Abschatzung
kann auf eine der folgenden Arten geschehen:

a) Wiederhole den letzten Iterationsschritt mit hal-
bierter Schrittweite und bilde die Differenz der
beiden Ereignisse.

b) Vergleiche das Resultat der aktuellen Verfahrens-
vorschrift mit dem Resultat einer Verfahrensvor-
schrift héherer Fehlerordnung ("Einbettung"), z.B.
mittels einer Runge-Kutta-Methode.

c) Direkte Approximation unter Verwendung eines nume-
rischen Differenzenquotienten, z.B. mit Hilfe wvon
Polynominterpolation.

Ist der abgeschatzte lokale Fehler e;ox grdfRer als epax,
so wird der aktuelle Schritt verworfen, ansonsten akzep-
tiert (a posteriori Schatzer).

Die Schrittweite des nachsten Schrittes wird durch Ver-
gleich von eiox mit epax bestimmt. Falls eiok<enax, wird die
Schrittweite vergrdfert, ansonsten verkleinert (a priori
Schatzer) . Das Abschatzungsverfahren fir den lokalen
Fehler ej;ox kann fir a-priori- und a-posteriori-Schatzer
unterschiedlich gewdhlt werden.

Die vorliegende Erfindung beschreibt ein Verfahren, das es
ermdbglicht, die Verbesserung der Approximationsgenauigkeit
mittels Schrittweitensteuerung auch fir die Simulation von
1/f-Rauschen zu nutzen.

Hierflr wird die numerische Integration in 2 Stufen durchge-
fihrt.

(A) In Stufe (A) wird die gewlnschte Integrationszeit t>0
vorgegeben, und die Systemdynamik wird unter Vernachlas-
sigung der 1/f-Rauschquellen berechnet. Dies geschieht
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durch numerisches Losen des Systems gewdhnlicher (oder
Algebro-) -Differentialgleichungen, das den deterministi-
schen Anteil der Systemdynamik beschreibt. Wahrend die-
ser Stufe-A-Integration wird ein Verfahren zur Schritt-
weitenanpassung eingesetzt, z.B. das oben beschriebene.
Nach dem Durchlauf der Stufe-A-Integration liegt als Er-
gebnis der Schrittweitenanpassung eine Sequenz akzep-
tierter Schrittweiten und somit eine Unterteilung des

Integrationsintervalls [0,t] in disjunkte Teilintervalle

[t;, ti1], 1 =1, ... n, vor. Die Zahl n bendtigter Tei-
lintervalle ist ebenfalls ein Resultat der Schrittwei-
tensteuerung.

(B) Der Stufe-A-Integration wird ein zweiter numerischer In-
tegrationslauf nachgeschaltet, der sich UtUber dasselbe
Integrationsintervall [0,t] erstreckt. Nun werden auch
die 1/f-Rauschquellen in die Simulation der Systemdyna-
mik miteinbezogen. Als einziges Ergebnis aus dem Inte-
grationslauf (A) wird die Diskretisierung des Integrati-
onsintervalls [0,t] in disjunkte Teilintervalle [t;, ti-
1], i =1, ... n, sowie die Zahl n bendétigter Teilinter-
valle verwendet. Die Simulation der Systemdynamik folgt
dem obenstehend vorgestellten Konzept. Dabei werden die
bendétigten Realisierungen der Zufallsvariablen [Bpm(t;)-
Brem(ti-1)] nach einem Verfahren generiert, das im Folgen-
den vorgestellt wirxd.

Gegeben sei eine Unterteilung des Integrationsintervalls
[0,t] in n Teilintervalle [t;, ti:l, 1 = 1, ... n, wobeil
0 = to<tic ... <t = L.

Um einen Pfad des Integrals fY(ﬂdBnW(Q approximativ zu be-

rechnen, wird wie obenstehend beschrieben jeweils eine Reali-
sierung der Zufallsvariablen ABpgy(i) := [Bpem(ti) -Beem(ti-1)],
i=1,...n, bendtigt. Aus den Formeln (1.3) und 1.4) lassen
sich Erwartungswert, Varianz und Covarianz dieser untereinan-
der korrelierten Zufallszahlen berechnen:
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E (ABggu(i)) 0, i=1, ..., n (3.5)
Var (ABpgy(i)) 2-const |ti- ti4l|ﬁ+1, i=1, ...,n (3.6)
Cov (ABgay (1) , ABpeu(j)) = const- ltj-tilﬂ+1 +|ty¢;ti|ﬂ+1
T ] LA [ P
i,9 =1, ..., n (3.7)

Da die Zufallsvariablen ABpgw(i) Zuwéchse eines GauRschen
stochastischen Prozesses darstellen, ist der Zufallsvaria-
blen-Vektor (ABpem (1), ..., ABpm(n)) eine n-dimensionale Gaufs-
verteilte Zufallsvariable und somit durch Erwartungswert, Va-
rianz und Covarianz (gemaf? Formeln (3.5) bis (3.7)) vollstan-
dig bestimmt.

Ein Batch-Verfahren zur Erzeugung jeweils einer Realisierung
der korrelierten Zufallsvariablen ABggm(1l), ..., ABpm(n) lau-
tet somit:

Wahle einen Wert des Koeffizienten const > 0, der die
Intensitat der 1/f-Rauschquelle parametrisiert

Erzeuge eine Realisierung einer n-dimensionalen Gaufl-

schen Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Covari-
anzmatrix

A+l B+l B+
Cov; =const-(—ltj—t,.| N PR S PR AN A JUES

ﬂH)’ (3.8)

i,j=1..,n

Interpretiere den so generierten Zufallszahlen-Vektor als
Realisierung der Sequenz von Bpy-Zuwachsen {ABggy(1),...,
ABmm(n)} und verwende diese Realisierung wie obenstehend
ausgefliihrt zur numerischen Berechnung eines stochastischen
Pfades flr das Zeitintervall [0,t].

Es sei darauf hingewiesen, dass flir jede 1/f-Rauschquelle im
System eine eigene Realisierung der Sequenz {ABgm(1),..
ABgsu(n) } berechnet werden muf.

L 4
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Wenn nicht alle Elemente der Covarianzmatrix C bestimmt wer-
den, wobei die nicht berechneten Elemente mit dem Wert 0 be-
setzt werden, ergibt sich eine noch schnelle Berechnung. Al-
lerdings miissen dann Einschrankungen hinsichtlich der Genau-

igkeit der erzeugten Zufallszahlen in Kauf genommen werden.

Die Erfindung ist auch in einem Verfahren zur Simulation ei-
nes technisches Systems, das einem 1/f-Rauschen unterliegt,
verwirklicht, wobei bei der Modellierung und/oder bei der
Festlegung der an Eingangskandlen des Systems anliegenden
GréRRen Zufallszahlen verwendet werden, die mit eineﬁ erfin-

dungsgemafen Verfahren bestimmt worden sind.

Ebenso ist ein Computerprogramm zur Bestimmung von Folgen von
Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens vorgesehen, das so ausge-
bildet ist, daf das erfindungsgemaffe Verfahren ausfihrbar
ist. Die Erfindung ist auch in einem Datentrager mit einem
solchen Computerprogramm verwirklicht. Weiterhin ist die Er-
findung in einem Verfahren verwirklicht, bei dem ein erfin-
dungsgemafes Computerprogramm aus einem elektronischen Daten-
netz wie beispielsweise aus dem Internet auf einen an das Da-

tennetz angeschlossenen Computer heruntergeladen wird.

Die Erfindung ist in der Zeichnung anhand mehrerer Ausfih-
rungsbeispiele erlautert.

Figur 1 zeigt eine schematische Darstellung eines zu sgimu-
lierenden technischen Systems,

Figur 2 zeigt ein Struktogramm zur Bestimmung von Folgen
von Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens,

Figur 3 zeigt eine Covarianzmatrix C der Dimension (6 x 6),

zur Erzeugung eines Vektors y der L&énge 6 von 1/f-
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verteilten Zufallszahlen bei einer konstanten Simu-
lationsschrittweite &,

zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix
C aus Figur 3,

zeigt drei Vektoren x der La&nge 6 aus (0,1) normal-
verteilten Zufallszahlen,

zeigt drei Vektoren y der La&nge 6 mit 1/f-
verteilten Zufallszahlen bei konstanter Schrittwei-
te,

zeigt Betrachtungszeitpunkte t, bis tg,

zeigt eine Covarianzmatrix C der Dimension (6 x 6),
die aus den Betrachtungszeitpunkten aus Figur 7 be-
rechnet worden ist,

zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix
C aus Figur 9,

zeigt drei Vektoren y der Lange 6 mit 1/f-
verteilten Zufallszahlen bei adaptiver Schrittweite
zu Betrachtungszeitpunkten nach Figur 7,

zeigt eine Covarianzmatrix C eines weiteren Ausfih-
rungsbeispiels einer Simulation mit adaptiver
Schrittweite,

zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix
c aus Figur 13.

zeigt drei Vektoren y der Lange 6 mit anndhernd
1/f-verteilten Zufallszahlen zu Betrachtungszeit-
punkten nach Figur 7. '

Figur 1 zeigt eine schematische Darstellung eines rauschbe-
hafteten Systems, das simuliert werden soll. Das System wird
durch ein als Kasten angedeutetes Systemmodell 1 beschrieben,
das das Systemverhalten beschreibt. Das Systemverhalten er-

gibt sich aus den Eingangskan&len 2, die auch als Vektor

INPUT bezeichnet werden, und aus den Ausgangskandlen 3, die

auch als OUTPUT bezeichnet werden. Weiterhin ist ein system-

bedingtes Rauschen vorgesehen, das an Rauscheingangskanalen 4
anliegt und auch als Vektor NOISE bezeichnet wird.
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Das Rauschen an den Rauscheingangskandlen 4 wird vorzugsweise

als rauschbedingte Veradnderung des Systemmodells 1 aufgefaft.

Das Verhalten der Eingangskanale 2 und der Ausgangskanale 3
kann durch ein System von Differentialgleichungen oder durch
ein System von Algebro-Differentialgleichungen beschrieben

werden, so daf3 zuverlassige Vorhersagen des Systemverhaltens
méglich sind.

Zu jedem Zeitschritt der Simulation des in Figur 1 gezeigten
Systems wird fir einen an den Eingangskandlen 2 anliegenden
Vektor INPUT und flr einen an den Rauscheingangskandlen 4 an-
liegenden Vektor NOISE ein Vektor OUTPUT der Ausgangskanale 3
berechnet. Sinnvollerweise werden zur Simulation Uber einen
langeren Zeitraum die Vektoren INPUT, OUTPUT, NOISE als Ma-
tritzen angegeben, wobel je eine Spalte der betreffenden Ma-
tritze die Werte der entsprechenden Zeitreihe des betreffen-
den INPUT, OUTPUT, NOISE enthalt.

Figur 2 veranschaulicht, wie man zu je einem Vektor y ge-
langt, der eine Spalte dexr Matrix flir die Rauscheingangskana-
le 4 des Systemmodells 1 bildet.

In einem ersten Schritt wird zundchst unterschieden, ob ein
Simulationsverfahren mit konstanter Schrittweite 6 oder ein
Verfahren mit adaptiver Schrittweite gemafl Betrachtungszeit—
punkten t, bis t, durchgefiihrt werden soll. AuBerdem muf ein
gewunschter Spektralwert B, die Anzahl n der zu erzeugenden
Zufallszahlen des 1/f-Rauschens sowie die Intensit&tskonstan-
te const festgelegt werden.

Im nachsten Schritt von Figur 2 wird die Covarianzmatrix C
bestimmt, und zwar gemédf® den in der Beschreibungseinleitung
angegebenen Gleichungen fir konstante Schrittweite bzw. fir
adaptive Schrittweite. Im nachsten Schritt wird die Cholesky-
Zerlegung L der Covarianzmatrix C bestimmt.
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Abschliefend werden die einzelnen Spalten der an den Rau-
scheingangskandlen 4 anliegenden Matrix NOISE bestimmt. Jede
Spalte entspricht einem Vektor y von insgesamt n 1/f-
verteilten Zufallszahlen. Zunachst wird ein Vektor x aus n
Zufallszahlen generiert, die (0,1) normalverteilt sind. Diese
Zufallszahlen weisen den Erwartungswert 0 und die Varianz 1
auf. Danach wird der Vektor x mit der Cholesky-Zerlegung L
multipliziert. Danach wird mit der Berechnung des nachsten
gewlinschten Vektors y von 1/f-verteilten Zufallszahlen fort-

gefahren, der die néchste Spalte der Matrix NOISE bildet.

In den Figuren 3 bis 13 sind Ausfihrungsbeispiele wiedergege-
ben, die Berechnungsergebnisse wiedergeben. Bei jedem Ausfih-
rungsbeispiel werden jeweils die selben N(0,1)-Vektoren bzw.
x-Vektoren verwendet. Alle Werte wurden nach genauer Reéhnung
nach der zweiten Kommastelle abgebrochen, um diese besser
wiedergeben zu kénnen.

Bei einem rechnerischen Nachvollziehen der Ausfihrungsbei-
spiele muf? daher nicht mit den gezeigten Zwischenwerten, son-
dern mit den exakten Zwischenwerten weitergerechnet werden,
um ausgehend von den angegebenen x-Vektoren zu den angegebe-
nen y-Vektoren zu gelangen.

Der Wert B wurde als 0.5 angenommen. Der Wert const wurde als
1.0 angenommen. Bei konstanter Schrittweite wurde stets § =1
gesetzt. ‘

Figur 3 zeigt eine Covarianzmatrix C der Dimension (6 x 6),

zur Erzeugung eines Vektors y der L&nge 6 von 1l/f-verteilten

Zufallszahlen bei einer konstanten Simulationsschrittweite

0.
Die Covarianzmatrix C wurde nach der Formel

e(i, j) = const Jo|"" -Qi— j+1 - 2)i- A - j—1|"*‘)
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berechnet. Die Dimension (6 x 6) ergibt'sich aus der Lange
der gewlunschten y-Vektoren n=6.

Beispielhaft wird die Berechnung des Elements e(l,1) = 2 von
C nachvollzogen. Hierfir ist i=j=1.

6(1,1)=1.0-Illl+0'5 ~(l1—1+1l0'5+1 _2|1_1Io.5+1 +|1_1__1|o.5+1)
= 1 - 0 + 1 = 2;

Figur 4 zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix C

aus Figur 3. Es gilt die Bedingung C é-;f . Dies kann durch

Ausmultiplizieren des Elements (1,1) = 2°°® von L anhand des
Elements (1,1) = 2 von C Uberpriift werden, denn (2°° -2°°%)
2.

Figur 5 zeigt drei Vektoren x der Lange 6 aus (0,1) normal-
vertellten Zufallszahlen. Es ist dem Fachmann auf dem Gebiet
der Statistik geldufig, wie man zu solchen Zufallszahlen mit

dem Erwartungswert 0 und der Varianz 1 gelangt.

Figur 6 zeigt drei Vektoren y der L&énge 6 mit 1/f-verteilten
Zufallszahlen bei konstanter Schrittweite. Die Vektoren y er-
geben sich aus der Multiplikation der Vektoren x gemafd Figur
5 mit der Cholesky-Zerlegung L gemdf® Figur 4.

Figur 7 zeigt Betrachtungszeitpunkte to, bis te, wie sie gemaf
einer adaptiven Erzeugung von 1/f-verteilten Zufallszahlen in
einem weiteren Ausfithrungsbeispiel gewlnscht werden. Die Be-
trachtungszeitpunkte t, bis te¢ ergeben sich aus einem hier

nicht ndher dargestellten ersten Simulationsschritt.

Figur 8 zeigt eine Covarianzmatrix C der Dimension (6 x 6),

die aus den Betrachtungszeitpunkten aus Figur 7 berechnet
worden ist.

Die Covarianzmatrix c wurde nach der Formel
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Bl

B+l )

berechnet. Die Dimension (6 x 6) ergibt sich aus der Lange
der gewlnschten y-Vektoren n=6. ‘

e(i, j) = const - (— 7 —z‘,.|’9+1 +[tm —t.(ﬂ“ +

i

- It b

i~ tia

Beispielhaft wird die Berechnung des Elements e(1,1) = 0.70
von C nachvollzogen. Hierfir ist i=j=1, to = 0.00, t£;=0.50.

(1, =1t =" o -1,

05+1 +lt| _tolo.sn "Ito _tolo.s+1) _

= 0.5" + 0513 =0.707106781 ...

Figur 9 zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix C
aus Figur 9. Es gilt die Bedingung C = g-gf . Dies kann durch

Ausmultiplizieren des Elements (1,1) = 0.84... von L anhand
des Elements (1,1) = 0.70... von C Uberprift werden, denn
(0.84... 0.84...) = 0.70...

Figur 10 zeigt drei Vektoren.y der L&nge 6 mit 1/f-
verteilten Zufallszahlen bei adaptiver Schrittweite zu Be-
trachtungszeitpunkten nach Figur 7. Die Vektoren y ergeben
sich aus der Multiplikation der Vektoren x gemaf Figur 5 mit
der Cholesky-Zerlegung L gem&f Figur 9.

Figur 11 zeigt eine Covarianzmatrix C eines weiteren Ausfiih-
rungsbeispiels einer Simulation mit adaptiver Schrittweite zu
Betrachtungszeitpunkten nach Figur 7. Die Covarianzmatrix C
nach Figur 11 stimmt im wesentlichen mit der Covarianzmatrix
C nach Figur 8 Uberein. Die Berechnung der Covarianzmatrix C
aus Figur 11 ist jedoch erheblich vereinfacht, weil die Ele-
mente e(1,5), e(1,6), e(2,6) sowie e(5,1), e(6,1), e(6,2)
einfach auf "0" gesetzt wurden. Somit brauchen diese nicht
berechnet werden. Dies kann so interpretiert werden, daR der
statistische Zusammenhang zwischen weiter entfernt liegenden
1/£-zufallszahlen vernachléssigt wird. In manchen Simulatio-

nen ergibt sich auch so ein brauchbares Ergebnis.
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Figur 12 =zeigt die Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix
C aus Figur 13.

Figur 13 zeigt drei Vektoren y der Lange 6 mit verfalscht

angendherten 1/f-verteilten Zufallszahlen zu Zeitpunkten nach
Figur 7.
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Patentansprliche

Verfahren zum Erzeugen wenigstens einer Folge von Zu-

fallszahlen eines 1/f-Rauschens, das die folgenden

Schritte aufweist:

- Bestimmen einer konstanten Schrittweite §,

- Bestimmen eines gewlnschten Spektralwerts 3,

- Bestimmen der Anzahl n der zu erzeugenden Zufallszah-
len eines 1/f-Rauschens,

- Bestimmen einer Intensitatskonstante const,

- Bilden einer Covarianzmatrix C der Dimension (n n),

N ™

wobeil je ein Element e(i,j) der Covarianzmatrix C nach

der folgenden Gleichung bestimmt wird:
(i, j) = const o’ i = j+ 17 = 2fi— 7 +i- j=1")
wobei i,j =1, ..., n
- Bilden der Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix (,
wobei die folgenden Schritte fir jede zu erzeugende Folge
von Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens ausgeflhrt wird:
- Bilden eines Vektors x der Lange n aus (0,1) normal-
verteilten Zufallszahlen, |
- Erzeugen eines Vektors y der Lange n der gewunschten
1/f-verteilten Zufallszahlen durch Multiplizieren der

Cholesky-Zerlegung L mit dem Vektor x.

Verfahren zum Erzeugen wenigstens einer Folge von Zu-

fallszahlen eines 1/f-Rauschens, das die folgenden

Schritte aufweist:

- Bestimmen der Anzahl n der zu erzeugenden Zufallszah-
len eines 1/f-Rauschens,

- Bestimmen der Betrachtungszeitpunkte t, bis t, der Zu-
fallszahlen beim Bestimmen der Folge von Zufallszahlen
eines 1/f-Rauschens,

- Bestimmen einer Intensitltskonstante const,
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- Bestimmen eines gewlnschten Spektralwerts B,

- Bilden einer Covarianzmatrix C der Dimension (n n),

n =

wobei je ein Element e(i,j) der Covarianzmatrix nach

B+l )

- Bilden der Cholesky-Zerlegung L der Covarianzmatrix C,

der folgenden Gleichung bestimmt wird:

B+l

e(i,j)=const-(—|tj —t, t

B+ p+1
#ta ] -]

*|t, -t

-1 J-1 "t

wobei i,j =1, ..., n

wobei die folgenden Schritte flr jede zu erzeugende Folge

von Zufallszahlen eines 1/f-Rauschens ausgeflihrt wird:

- Bilden eines Vektors x der La&nge n aus (0,1) normal-
verteilten Zufallszahlen,

- Erzeugen eines Vektors y der La&nge n der gewlnschten
1/f-verteilten Zufallszahlen durch Multiplizieren der

Cholesky-Zerlegung L mit dem Vektor x.

Verfahren nach Anspruch 1 oder Anspruch 2,
dadurch gekennzeichnet, daR
nicht alle Elemente der Covarianzmatrix C bestimmt wer-

den, wobei die nicht berechneten Elemente mit dem Wert 0

besetzt werden.

Verfahren zur Simulation eines technisches System, das
einem 1/f-Rauschen unterliegt,

dadurch gekennzeichnet, daR

bei der Modellierung und/oder bei der Festlegung der an
Eingangskanalen des Systems anliegenden GrdéRen Zufalls-
zahlen verwendet werden, die nach einem Verfahren gemafd

den vorhergehenden Ansprichen bestimmt worden sind.

Computerprogramm zur Bestimmung von Folgen von Zufalls-
zahlen eines 1/f-Rauschens, das so ausgebildet ist, dafs
ein Verfahren geméf einem der vorhergehenden Anspriiche

ausfihrbar ist.
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Datentrager mit einem Computerprogramm nach Anspruch 5.

Verfahren, bei dem ein Computerprogramm nach Anspruch 5
aus einem elektronischen Datennetz wie beispielsweise aus

dem Internet auf einen an das Datennetz angeschlossenen

Computer heruntergeladen wird.
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Cholesky-Zerlegung L (Dreiecksmatrix)
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Betrachtungszeitpunkte:
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Cholesky-Zerlegung L (Dreiecksmatrix)
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Die Anspriiche beziehen sich auf eine mathematische Methode, fiir die eine
Recherche nach Regel 39 (i) PCT nicht durchgefiihrt zu werden braucht. In
Anbetracht dessen, dass der beanspruchte Gegenstand nur nichttechnische
Sachverhalte-anfiihrt, konnte der Recherchepriifer keine technische Aufgabe
feststellen, deren Losung eventuell eine erfinderische Tatigkeit
beinhalten wiirde. Es war daher nicht moglich, sinnvolle Ermittlungen iiber
den Stand der Technik durchzufithren (Art. 17(2)(a)(i) und (ii) PCT; EPii
Richtlinien Teil B Kapitel VIII, 1-6).

Der Anmelder wird darauf hingewiesen, daB Patentanspriiche auf
Erfindungen, fiir die kein internationaler Recherchenbericht erstellt
wurde, normalerweise nicht Gegenstand einer internationalen vorl&ufigen
Priifung sein konnen (Regel 66.1(e) PCT). In seiner Eigenschaft als mit,
der internationalen vorldufigen Priifung beauftragte Behdrde wird das EPA
also in der Regel keine vorldufige Priifung fiir Gegenstdnde durchfiihren,
zu denen keine Recherche vorliegt. Dies gilt auch fiir den Fall, daB die
Patentanspriiche nach Erhalt des internationalen Recherchenberichtes
gedandert wurden (Art. 19 PCT), oder fiir den Fall, daB der Anmelder im
Zuge des Verfahrens gemdB Kapitel 11 PCT neue Patentanspriiche vorlegt.
Nach Eintritt in die regionale Phase vor dem EPA kann jedoch im Zuge der
Priifung eine weitere Recherche durchgefiihrt werden (Vgl. EPA-Richtlinien
C-VI, 8.5), sollten die M&ngel behoben sein, die zu der Erkldrung gemsB
Art. 17 (2) PCT gefiihrt haben.
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